	Высшая математика.

(лекции и практические примеры)


Занятие 1.

«Числа»

Тема 1 «Действительные числа»

Положительные целые числа от 1 до ∞ называются натуральными. Для изображения чисел используются цифры. В некоторых системах счёта вместо цифр использовались буквы. 
Так, например, в Риме была вот такая система счёта: 
                                                    

I – 1,

V – 5,
X – 10,

 L – 50,

 C – 100,
 D – 500,
 M – 1000.

Цифра однозначно соответствует числу только при указании системы счёта. Сущест​вует несколько систем счёта, таких как: десятичная, двоичная, восьмеричная и так далее.

1.    Двоичная система счёта.

Двоичная система счёта используется только в системном программировании. Сущест​вует правило перевода чисел из десятичной системы счисления в двоичную и обратно.

Правило перевода чисел из десятичной системы счисления в двоичную и обратно.

Для перевода десятичного числа в двоичную систему, надо это число представить в виде суммы степеней двоек и вместо двоек поставить единицы с числом позиций после неё равным степени двойки. Данное правило работает и в обратном направлении. Для этого нужно вместо единиц поставить двойки со степенью, равной количеству позиций после единицы.

2.    Отрицательные числа.

Большим достижением математики стало введение в XII веке отрицательных чисел.

Достижением в теории математики стало открытие нуля. Это позволило записывать числа позиционно.

3.    Дроби.

При использовании масштабной единицы возникает понятие дроби.

Дроби бывают разного вида:
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 - обыкновенная дробь.

 2,3 – десятичная дробь.

Если числитель обыкновенной дроби меньше знаменателя, то такая дробь называется правильной или прямой дробью. Если больше – неправильной или обратной.

Десятичные дроби бывают конечными, бесконечными периодическими, бесконечными непериодическими. Бесконечными непериодическими дробями являются числа «
[image: image2.wmf]е

» и «
[image: image3.wmf]p

». Бесконечные непериодические дроби называются иррациональными.

Правила перевода периодических десятичных дробей в обыкновенные.

1. Если период в десятичной дроби возник сразу после запятой, то такую дробь на​зывают чистой. Для перевода чистой периодической дроби в обыкновенную надо цифры, стоящие до запятой поставить в виде целой части, в числитель поставить период, а в знаменатель количество девяток равное количеству знаков в периоде.

2. Если период в десятичной дроби возник не сразу, а спустя несколько знаков  по​сле запятой – то такая дробь смешанная. Для перевода чистой периодиче​ской дроби в обыкновенную, надо цифры, стоящие до запятой поставить в виде целой части, в числителе от числа до второго периода вычесть число, стоящее до первого периода, в знаменателе поставить количество девяток равное количеству знаков в периоде, а после них количество нулей равное количеству знаков до периода.


Совокупность всех чисел образует множество действительных или вещественных чи​сел. Оно от ∞ до ∞. Вещественные числа графически можно представить в виде числовой оси. Числовая ось – иллюстрация вещественных чисел. 

Тема 2 « Мнимые и комплексные числа».

I.   Мнимые числа.

Многие алгебраические уравнения приводят к необходимости извлечения корня из от​рицательного числа. Корня из таких чисел не существует в рамках действительных чисел, и по​этому были изобретены так называемые мнимые числа. В математике используется мнимая единица, обозначаемая как 
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II.   Комплексные числа.

Также в современной математике существуют комплексные числа. Коплексные числа имеют следующий вид. 
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, где 
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 - комплексное число, а – действительная часть, в
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 – мнимая часть. 

Любое число в квадрате – положительно.

Любое мнимое число в квадрате – отрицательно.

Каждому комплексному числу можно сопоставить комплексно сопряжённое, имеющее вид: 
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 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf]*

= а – в
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, где 
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]*

- комплексно сопряжённое число.

Модуль комплексного числа рассчитывается по формуле: (а+в
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)▪(а – в
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) = а2 – (
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в)2 = а2 + в2 = А2, где А – модуль комплексного числа [расстояние от точки ноль координатной плоскости до графического отображения комплексного числа на этой плоскости].

III.   Правила действия с комплексными числами.
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1 и 
[image: image20.wmf]·

A

2 – комплексные числа.

1.   Сложение.
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)+ (а2+в2
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) = (а1+а2)+ 
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 (в1+в2).

2. Вычитание.
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) = (а1 - а2)+ 
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(в1 - в2).

3. Умножение.
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2 = (а1 а2 – в1 в2) +
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 (а1 в2 + а2 в1).

4. Деление.
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5. Возведение в степень. Формула Муавра.

А.  Тригонометрическая форма
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Б.  Показательная форма.
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IV. Три формы записи комплексного числа.

1. Алгебраическая форма.
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2. Показательная форма. Формула Эйлера.

А. Показательная форма.
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, где А – модуль комплексного числа.

Б. Формула Эйлера.
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- основание натуральных логарифмов.

3. Тригонометрическая форма.
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Во всех трёх формах записи символ 
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 - фаза комплексного числа.

В показательной форме очень легко можно перемножать одно комплексное число на другое. Например: 
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V.   Формулы перехода из одной формы записи в другую.

1. Модуль числа.
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2. Фаза комплексного числа.
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, где А – модуль комплексного числа.
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, где А – также модуль комплексного числа.

Занятие 2

«Аналитическая геометрия»

Тема «Элементы аналитической геометрии на плоскости»

I.    Математические пространства.

Пространство – это искусственная, логическая среда, в которой из начальных аксиома​тических элементов строятся новые конструкции и структуры. Математических пространств может быть бесконечно много. Физическое пространство – одно, и для его описания в разных объёмах, масштабах используют различные математические пространства.

Размерность математического пространства – число независимых координат, которые задаются для определённой точки в пространстве. Например: числовая прямая, Евклидова плоскость.

                          A                                                       B
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Если длина отрезка задаётся формулой (1), а пространство бесконечно, то это – Евкли​дово одномерное пространство (Е1). (Е2) – Евклидова плоскость. 

На плоскости: 
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 (3). В (Е2) расстояние однозначно; 
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II. Типы геометрий.

1. Сферическая и эллиптическая геометрия Римона.

2. Геометрия Лобачевского (отрицательная кривизна пространства).

3. Псевдоевклидова геометрия.

1.     Под геодезической прямой понимают линию, расстояние между точками на которой минимально. Локально геометрия Римона переходит в Евклидову.

III.    Некоторые формулы аналитической геометрии на плоскости.

1.    Уравнение прямой с угловым коэффициентом.
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(1), где x и y – координаты точки на прямой, проведенной в Евклидовой двух​мерной плоскости; a – точка пересечения прямой с осью OX; b – точка пересечения прямой с осью OY; 
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 -- угол, образованный прямой и осью OX, а также это угол в точке b, и тогда 
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, где k – угловой коэффициент. Следовательно 
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2.   Уравнение прямой в отрезках.
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, где k = угловой коэффициент прямой; A и B – отрезки на осях «ОХ» и «ОY», исхо​дящие от начала координат до пересечения прямой с осями. Следовательно 
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, где a и b – координаты точек пересечения прямой с осями координат, а x и y – координаты лю​бой точки на прямой. Тогда уравнение принимает вид:
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1. Уравнение прямой, проходящей через заданную точку.

Это уравнение имеет вид: 
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, где xА и уА – координаты определённой точки «А» на прямой, проходящей через ось ОY, а х и у – координаты любой точки на этой пря​мой.

2. Уравнение прямой, проходящей через две точки на плоскости.
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, где х и у – координаты любой точки на прямой; хА и уА – коорди​наты точки «А» на этой прямой; хВ и уВ – координаты точки «В» на этой же прямой.

​5.   Угол между двумя прямыми.
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, где k1 и k2 – угловые коэффициенты двух прямых, а
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- угол между пря​мыми.

6.   Условия параллельности и перпендикулярности прямых на плоскости.

Прямые параллельны, если их угловые коэффициенты равны (
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, где k1 и k2  - угловые коэффициенты; L1 и L2 – прямые на плоскости). 
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(прямые перпендикулярны, если k2 является величиной, обратной k1 , а также имеет противоположный знак).

7.   Площадь треугольника через координаты его вершин.
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, где А, В, С – вершины треугольника, а 
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 - соответствующие координаты вершин.

8.   Расстояние от точки до прямой (точка не лежит на прямой).
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, где d – длина отрезка, перпендикулярного пря​мой; х0 и у0 – координаты точки, не лежащей на данной прямой; х1 и у1 – координаты точки пересечения отрезка «d» c прямой; х2 и у2 – координаты любой точки на данной прямой.

9.  Координаты точки лежащей на прямой и находящейся внутри отрезка на этой прямой.
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- отношение отрезка L1 к отрезку L2 (
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);    х1, х2, у1, у2 – координаты соответствующих крайних точек отрезка L (L1 и L2 – части этого отрезка); х и у – координаты искомой точки на прямой и в отрезке. 

10.   Площадь четырёхугольника по координатам его вершин.
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 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf](
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, где A, B, C, D – вершины четырёх​угольника; 
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 - координаты соответствующих вершин четырёхуголь​ника.

Занятие 3

«Векторная алгебра»

Тема «Элементы векторной алгебры»

Все числа в математике именуются скалярными величинами. Но кроме этих величин существуют ещё и векторные величины. Эти величины различаются между собой величиной их модуля и направлением. Векторы бывают трёх типов:

1. Свободные или геометрические(переносимые параллельно самим себе).

2. Связанные (приложены к определённой точке).

3. Скользящие (переносятся только вдоль линии их действия).

В математике изучают свободные вектора. Свободный вектор – это направленный отрезок. Он соединяет две упорядоченные точки. Такой вектор обозначается 
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I.  Правила действий с векторами.

1.   Сложение векторов.
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2.    Разность векторов.
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3.   Умножение вектора на число.
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II.   Линейная зависимость векторов.

Множество векторов образует линейное пространство аффине, если определены: сумма векторов, произведение на число, которые подчинены переместительному закону.
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Существует также так называемый нулевой вектор, модуль которого равен нулю.

1. 
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3. 
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 (свойство коммутативно​сти).

4. 
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 (распределительное свойство относи​тельно суммы числовых множителей).

5. 
[image: image116.wmf]1

=

®

i

.

6. 
[image: image117.wmf]®

®

®

®

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

в

х

а

х

в

а

х

 (распределительное свойство относи​тельно суммы двух векторов).

III. Направленные косинусы вектора.
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 - проекции вектора на соответствующие оси коорди​нат. Тогда 
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- угол между вектором и осью ОХ, 
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- угол между вектором и осью ОY, 
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- угол между вектором и осью ОZ.

V. Разложение вектора по базису.
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 - ортонормированный базис Декарто​вой системы координат.

VI.  Произведение векторов.

1.   Скалярное произведение.
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2.  Выражение произведения через проекцию.
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VIII.  Угол между векторами.
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IX.   Векторное произведение.

Векторное произведение даёт в результате вектор и обозначается 
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 по наименьшему углу (против часовой стрелки). 
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. При разложе​нии векторного произведения по базису в результате преобразований получим фор​мулы вычисления координат вектора 
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, который является результатом векторного умножения векторов 
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Тогда 
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. Как видно из формул координат век​тора 
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X.  Площади векторных фигур.

Площадь прямоугольника состоящего из векторов 
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XI.   Двойное произведение векторов.
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XII.  Смешанное произведение векторов.
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 - объём параллелепипеда, построенного на этих векторах.

Занятие 3

«Матричная математика»

Тема «Матрицы. Правила действия с матрицами»

I.  Определение матрицы.

Матрица – таблица действительных или комплексных чисел. Матрица обозначается: 
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. Размер матрицы обозначается: 
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, где n – число строк, а m – число столбцов, а элемент матрицы обозначается - 
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 - номер строки, а 
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 - номер столбца в матрице. Если 
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, то такая матрица называется квадратной матрицей. Если 
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Каждой матрице 
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 может быть сопоставлена равная ей по размеру нулевая матрица
. Ка​ждой квадратной матрице можно сопоставить равную ей по размеру единичную матрицу, которая обозначается: 
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(это квадратная единичная матрица размера 
[image: image164.wmf]3
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Главная диагональ матрицы – диагональ, проходящая из левого верхнего угла в правый нижний. Диагональ, проходящая из левого нижнего угла в правый верхний называется побоч​ной диагональю.

Каждой матрице можно сопоставить транспонированную матрицу: матрице 
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, в которой строки первой матрицы стали столбцами транспониро​ванной, и соответственно столбцы – строками.

II.  Действия над матрицами.

1.  Равенство матриц.
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2.   Сложение (определено только для матриц одного размера).
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3. Разность (аналогично сложению)
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4. Умножение на число.
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5.  Умножение матрицы на матрицу.

Матрицу 
[image: image178.wmf]÷
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 можно умножить только на матрицу 
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, то есть лю​бую неквадратную матрицу можно умножить только на такую матрицу, у которой число столбцов будет равным числу строк первой матрицы. Матрица-результат будет иметь число строк, равное числу строк первой матрицы и число столбцов, равное числу столбцов второй матрицы. 
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 (произведение матриц некоммутативно).
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, где k – повторяющийся немой элемент.        (4)

Немой коэффициент k может меняться от 1 до общего числа столбцов для первой мат​рицы, и общего числа строк второй матрицы. При умножении матриц и нахождении каждого из элементов матрицы-результата каждая строка первой матрицы умножается на соответствую​щий столбец второй матрицы.

Пример.

Условие.

Необходимо матрицу 
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 умножить на матрицу 
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Решение.
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В результате получилась матрица 
[image: image194.wmf]÷
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. Но если перемножить матрицы 
[image: image195.wmf]A

 и 
[image: image196.wmf]B

 на​оборот, т.е.  не 
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, то тогда получится матрица 
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Из этого примера видно, что если матрицу 
[image: image200.wmf]A

умножить на матрицу 
[image: image201.wmf]B

, то получится одно, а если наоборот – другое, то есть умножение матриц некоммутативно. Но если любую квадратную матрицу умножить на равную ей по размеру единичную матрицу, то получится та же матрица (исходная), причём, все равно ‑ умножать на единичную матрицу, или наоборот. Вывод: умножение квадратных матриц некоммутативно, кроме умножения их на соответст​вующие единичные матрицы.

III.   Определители матриц, миноры, алгебраические дополнения.

Матрицы можно характеризовать различными способами. Например, у квадратной мат​рицы есть два основных способа характеризования.

Способы характеризования квадратных матриц.

1. Трек или шпур (сумма элементов главной диагонали). Обозначается 
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2. Определитель матрицы. Обозначается 
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— разность произведения элементов главной диагонали и произведения элементов побочной диагонали: 
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. Для расчёта определителя матрицы 
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 необходимо сначала дать некоторые схемы. 
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Минор определённого элемента матрицы – определитель той матрицы, которая осталась от исходной матрицы путём вычёркивания строки и столбца данного элемента. Например, ми​нор матрицы 
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  по элементу 
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будет равен определителю матрицы 
[image: image210.wmf]A

, но без второй строки и без второго столбца. Размер матрицы при этом будет уменьшен на единицу.

Алгебраическое дополнение отличается от минора знаком только в том случае, если сумма номера строки и столбца взятого элемента нечётная, и просто равен минору, если сумма чётная. Алгебраическое дополнение матрицы обозначается 
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 и вычисляется по фор​муле:
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)

ij

j

i

ij

M

´

-

=

A

+

1

, где 
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M

— минор матрицы (определитель оставшейся матрицы). Тогда из этой формулы можно вывести формулы определителя матрицы любого порядка.

​
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 — формула разложения матрицы по столбцу, где 
[image: image215.wmf]ij

a

– элемент по кото​рому находится определитель; 
[image: image216.wmf]ij

M

– определитель оставшейся матрицы (элемент 
[image: image217.wmf]ij

a

берётся по выбранной строке).
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 — формула разложения матрицы по строке, где 
[image: image219.wmf]ij

a

– элемент по кото​рому находится определитель; 
[image: image220.wmf]ij

M

– определитель оставшейся матрицы (элемент 
[image: image221.wmf]ij

a

 бе​рётся по выбранному столбцу).

​​IV.  Свойства определителей матриц.

1. Определитель транспонированной матрицы равен определителю исходной.

2. При перемене местами двух любых строк или столбцов в матрице, определитель ос​танется прежним по значению, но противоположным по знаку. Если менять столбцы или строки чётное число раз, то определитель останется прежним.

3. Если в матрице два любых столбца или две любых строки равны друг другу или про​порциональны, то определитель такой матрицы равен нулю.

4. Если у какой-либо строки или столбца есть общий множитель, то его выносят за знак определителя.

5. Если элементы какой-либо строки или столбца можно представить в виде суммы n чи​сел, то данный определитель равен сумме n определителей, в которых в каждый из определителей входят в данной строке или в столбце составляющие этой (ого) строки (столбца). Например,
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6. Если к какой-либо строке или столбцу добавить или вычесть другую строку или стол​бец, то определитель не меняется.

7. Определитель треугольной матрицы равен произведению всех элементов на глав​ной диагонали.

​​Запись векторного и смешанного произведений

векторов в виде матрицы.
1.   
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2.   
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V.  Обратные матрицы.

Обратную матрицу можно построить только из такой матрицы, определитель которой не равен нулю.

1.  Построение присоединённой матрицы.

Присоединённая матрица – матрица, состоящая из алгебраических дополнений к соот​ветсвующим элементам.
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, где 
[image: image226.wmf]A

ˆ

-
присоединённая матрица.

2.   Транспонирование присоединённой матрицы.
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, где 
[image: image228.wmf]A
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- транспонированная присоединён​ная матрица.

3.   Расчёт обратной матрицы.

Обратная матрица обозначается: 
[image: image229.wmf]1
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.                                                                                                          Она рассчитывается по формуле: 
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При помощи обратных матриц обходится такое действие, как деление матриц.

VI.  Простые матричные уравнения.

1.   
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 - неизвестная матрица. Тогда 
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- матрица, обрат​ная 
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2.   
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, где 
[image: image237.wmf]U

 - неизвестная матрица. Тогда 
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- матрица, обрат​ная 
[image: image240.wmf]A

.

VII.  Ранг матрицы.

Ранг матрицы – число независимых строк (столбцов) исходной матрицы.

Ступенчатая матрица – матрица, в которой если в какой-либо строке отличный от нуля эле​мент стоит на k-ом месте (а перед ним нули), то на всех строчках ниже нули стоят до k-ого места включительно. Например, матрица 
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 является ступенчатой матрицей.

Диагональная матрица – матрица, у которой на главной диагонали стоят единицы или нули, а все остальные элементы – нули однозначно. Например, матрица 
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является диагональной матрицей.

Для вычисления ранга матрицы необходимо с матрицей проделать ряд элементарных пре​образований к коим относятся: перестановка местами двух строк (столбцов); умножение (де​ление) строк (столбцов) на любое число, не равное нулю (это число в дальнейшем не учитыва​ется); прибавление к любой строке или любому столбцу другой строки или любого столбца [или соответствующее вычитание]. При всех преобразованиях ранг матрицы не меняется. При преобразованиях любую матрицу приводят к ступенчатому или диагональному виду. В диаго​нальном виде ранг матрицы равен сумме единиц на главной диагонали.

Пример 1.

Дана матрица 
[image: image243.wmf]÷
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. Вынесем за знак определителя общий множитель пятой строки и вы​чтем из последних двух строк первую. Тогда матрица имеет вид: 
[image: image244.wmf]÷
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. Затем вычтем из третьей строки вторую, а из второй первую. Получается: 
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. Вычтем из третьей строки вторую и вынесем за знак определителя общий множитель второй строки. Матрица примет вид: 
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. Вычтем из третьего столбца второй и получим 
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. Вычтем из второго столбца первый и будем иметь: 
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. Вычтем из второго столбца третий и получим следую​щий результат: 
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. Затем надо вычесть из первой строки вторую и тога выхо​дит: 
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. Последним шагом будет перемена местами столбцов и получение итога: 
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. В результате преобразований видно, что ранг матрицы равен 2.

VIII.  Система линейных уравнений. Правило Крамера.

Из системы линейных уравнений вида: 
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 можно составить матрицу вида: 
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, или расширенную матрицу: 
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Матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных, называется матрицей данной системы уравнений. При добавлении в исходную матрицу столбца свободных элементов, полу​чается расширенная матрица. 

Если число уравнений равно числу неизвестных 
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, то получающаяся из системы мат​рица будет квадратной, а система будет иметь вид: 
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. Решением систему линейных уравнений будет упорядоченная система чисел 
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Система линейных уравнений называется: совместной, если она имеет хотя бы одно ре​шение; и несовместной, если не имеет ни одного решения.

Решение матрицы вида 
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 имеет вид: 
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, то есть в
[image: image263.wmf]j

- й столбец вместо элементов при соответствующих неизвестных ставится столбец свободных элементов. Формула 
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 называется правилом Крамера.

IX.  Теорема Кронекера-Конелли.

Для того чтобы система линейных уравнений была совместна, необходимо и доста​точно, чтобы ранг матрицы системы уравнений был равен рангу расширенной матрицы. Совме​стная система линейных уравнений имеет одно решение, если ранг равен числу неизвестных; и бесконечно много решений, если ранг меньше числа неизвестных.

Если свободные элементы системы уравнений равны друг другу и все равны нулю, то сис​тема линейных уравнений называется однородной. Однородная система линейных уравнений совместна, так как одно решение у неё уже есть: 
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Система однородных линейных уравнений, у которых число неизвестных равно числу урав​нений имеет ненулевое решение, если определитель исходной матрицы равен нулю. Для того чтобы система однородных линейных уравнений имела ненулевое решение, необходимо и дос​таточно, чтобы ранг матрицы был бы меньше числа неизвестных.

Занятие 4

«Элементы дифференциального исчисления»

Тема «Числовые последовательности»

I.  Определение.

Если к каждому числу натурального числового ряда сопоставлено, приведено в соот​ветствие некоторое число х, то такая последовательность называется числовой последователь​ностью. Она обозначается: 
[image: image266.wmf]{
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, где n = 1, 2, 3, 4, 5, …….. ∞. При этом обычно в скобках указыва​ется формула, по которой рассчитывается любой элемент последовательности 
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Последовательность вида 
[image: image268.wmf](
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 называется арифметической прогрессией, где: b – разность прогрессии; а – первый элемент прогрессии; n – номер взятого элемента. Разность арифметической прогрессии – разность между последующим и предыдущим элементами по​следовательности. Разность арифметической прогрессии всегда неизменна (b – constant).

Последовательность вида 
[image: image269.wmf]{
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 называется геометрической прогрессией, где: a – пер​вый элемент прогрессии; q – знаменатель прогрессии; n – номер взятого элемента. Знамена​тель прогрессии – отношение между последующим и предыдущим элементами последователь​ности. Оно всегда неизменно. При q > 1  прогрессия возрастающая, а при q < 1 – убывающая.

Последовательность вида 
[image: image270.wmf]{
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 называется факториалом и является произведением всех на​туральных чисел от n до 1. При этом 0!=1.

Числовые последовательности называются неограниченными, если величина элемента последовательности неограниченно возрастает.

Числовая последовательность ограничена сверху, если 
[image: image271.wmf]M
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 при сколь угодно большом n. 

Числовая последовательность ограничена снизу, если при сколь угодно малом n 
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Если 
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, то такая последовательность ограничена и сверху и снизу.

Числовая последовательность, общий член которой при возрастании n стремится к нулю, называется бесконечно малой числовой последовательностью. Обозначается: 
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II. Действия над последовательностями.

1.  Сложение.
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 (сумма двух последовательностей – сумма соответствующих элемен​тов этих последовательностей).

2.  Разность.
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 (разность двух последовательностей – разность соответствующих эле​ментов этих последовательностей).

3.  Умножение на число.
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 (произведение последовательности на число – произведение каждого эле​мента последовательности на это число).

4.  Умножение последовательностей.
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 (произведение двух последовательностей – умножение каждого эле​мента первой последовательности на соответствующий элемент второй последовательности).

5.  Деление последовательностей.
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 (деление двух последовательностей – деление каждого элемента первой после​довательности на соответствующий элемент второй последовательности). Деление по​следовательностей имеет смысл, если ни один элемент делителя не равен нулю.

Сумма n элементов арифметической и геометрической прогрессий.

1.  Арифметическая прогрессия.
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 , где n –  порядковый номер последнего элемента ряда; a1 – первый эле​мент последовательности; an – последний элемент ряда; b – разность прогрессии; 
[image: image281.wmf]n
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 - сумма первых n элементов последовательности.

2.  Геометрическая прогрессия.
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, где а1 – первый элемент последовательности; an – последний эле​мент ряда; 
[image: image283.wmf]n
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 - сумма первых n элементов последовательности; n –  порядковый номер по​следнего элемента ряда; q – знаменатель последовательности. Если q >1, то 
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Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии – число, к которому неограни​ченно приближается сумма первых n элементов убывающей прогрессии при неограниченном возрастании n. Она рассчитывается по формуле: 
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, где 
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 — сумма первых n элементов последовательности.

III.  Предел последовательности.

Число А называется пределом числовой последовательности 
[image: image289.wmf]{
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, если для любого, даже сколь угодно малого положительного числа 
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 > 0, найдётся такой номер N (зависящий от 
[image: image291.wmf]e

, N=N(
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)), что для всех членов последовательности с номерами n>N верно неравенство: 
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. Предел числовой последовательности обозначается:
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. Последовательность имеющая предел, называется сходящейся, в противном случае – расходящейся.

Используя логические символы: квантор общности 
[image: image297.wmf]"

 (вместо слов «для любого»); кван​тор существования 
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 (вместо слова «найдётся») и символ равносильности 
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, определение предела можно записать в виде:
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Смысл определения предела числовой последовательности состоит в том, что для доста​точно больших n члены числовой последовательности 
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 как угодно мало отличаются от числа от числа А (по абсолютной величине меньше, чем на число 
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Для любого 
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IV.  Бином Ньютона.

Для вычислений по формуле бинома Ньютона удобнее всего формула:
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Вообще-то этот способ разложения был известен и до Ньютона, но ему принадлежит чрез​вычайно смелая и плодотворная мысль распространить это разложение на случаи с дроб​ными и отрицательными показателями степени. При помощи этого метода разложения также можно наиболее быстрым и точным способом извлекать корни любых степеней из любых про​извольных чисел.

Числа 1, 
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 называются биноминальными коэффициентами. Их можно получить, пользуясь только сложением, следующим образом. В верхней строке пишутся две единицы. Все последующие строки начинаются и кончаются единицей. Промежуточные числа получаются путём сложения соседних чисел предыдущей строки. Например:
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Приведённая выше схема называется треугольником Паскаля. В этой схеме числа, стоя​щие в одной строке, называются биноминальными коэффициентами соответствующей сте​пени.

2.  Обобщённая формула бинома Ньютона.
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, где n – целое положитель​ное число. Символ ∑ означает, что необходимо взять сумму всевозможных слагаемых вида: 
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, где n – данный показатель степени, а n1, n2, n3 …….. nk — произ​вольные числа или нули, сумма которых равна n, а количество – количеству членов исходного выражения. При этом 0!=1.


Число слагаемых вида 
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 всегда равно n+1.

3.  Свойства биноминальных коэффициентов.

1) Коэффициенты членов, равноудалённых от концов разложения равны.

2) Сумма коэффициентов разложения равна 2n.

3) Сумма коэффициентов членов, стоящих на нечётных местах равна сумме коэффи​циентов, стоящих на чётных местах. Каждая из них равна 2n-1.

Тема «Основание натуральных логарифмов»


Число е – предел, к которому стремится число типа 
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при неограниченном возраста​нии n. Это в математике записывается так: 
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. При этом число 
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 — число максимально приближённое к единице. Оно равно 1,00001 при n =100000. Если вычис​лить величину 1,00001100000, то можно с точностью до восьмого знака найти 
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= 2,71826763 (при n=100000). Это число очень близко к числу 
[image: image319.wmf]е

; оно имеет одинаковые с 
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 пер​вые пять цифр. 


Если же взять число 1,000001 (при n =1000000), то находим 1,0000011000000 =  2,71828047, которое уже имеет первые шесть  цифр, одинаковые с числом 
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, а в седьмой цифре отличается от 
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 на единицу.


Следовательно, чем больше n, тем больше 
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Число 
[image: image325.wmf]е

 не только иррационально, но и трансцендентно (оно не может быть корнем ника​кого алгебраического уравнения с целыми коэффициентами).

Тема: «Функция одной переменной. Способы задания функций».

1.  Функция одной переменной.
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 соответствует одно значение 
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. Это есть строгое оп​ределение функции.

Функция вида 
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 называется линейной функцией. Также линейными функциями явля​ются функции вида: 
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 и т. д.

Классификация функций может быть построена по различным признакам. Например, функ​ции делят на чётные и нечётные. Если при замене знака аргумента функции на противополож​ный, знак функции не изменится, то такая функция называется чётной (
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). Если же при замене знака аргумента функции на противоположный, знак функции тоже изменится, то такая функция называется нечётной (
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2.  Прямая и обратная функции.

Для каждой функции 
[image: image333.wmf](
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 можно найти обратную функцию. Для этого необходимо выра​жаем х через у. После этого меняем х на у, а у на х в исходной функции. Например, 
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. Обратная функция симметрична относительно биссек​трисы по отношению к исходной функции.

3.  Остальные функции.

Различают ещё несколько видов простейших элементарных функций. К такого рода функ​циям относятся:

а)  Постоянные функции.
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б)  Степенные функции.
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, где n – любое действительное число.

Функция вида 
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 - есть функция, обратная 
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в)  Показательные функции.
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), где а – любое действительное число.

г)  Особая функция.
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д)  Логарифмические функции.


[image: image345.wmf]x
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. Являются обратными показательным функциям.

К простейшим функциям также относятся все тригонометрические, а также обратные им функции (
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4.  Элементарные функции.

Элементарные функции получаются путём суперпозиции конечного числа простейших эле​ментарных функций. Например, 
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Тема: «Предел функции».

I.  Предел функции в бесконечности.

Число А называется пределом функции 
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 стремящемся к бесконечности, если для любого, даже сколь угодно малого положительного числа 
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Приведённое выше определение предела при 
[image: image358.wmf]¥
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 предполагает неограниченное возраста​ние независимой переменной х по абсолютной величине. В то же время можно сфор​мулировать понятие предела при стремлении х к бесконечности определённого знака. Тогда основное неравенство вышеуказанного определения должно выполняться: для всех х таких, что x>S (для 
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II.  Предел функции в точке.

Если последовательность 
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 образует бесконечно малую числовую последователь​ность, то говорят, что числовая последовательность сходится в точке 
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 слева, а если последовательность 
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 также образует бесконечно малую числовую последова​тельность, то говорят, что числовая последовательность сходится в точке 
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 справа.

Если последовательность 
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 сходится и слева и справа в точке 
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 существует пре​дел функции 
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Число А называется пределом функции 
[image: image370.wmf](

)

x

f

 при 
[image: image371.wmf]x

 стремящемся к точке 
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), если для любого, даже сколь угодно малого положительного числа 
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 и удовле​творяющих условию 
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С помощью логических символов определение принимает вид:
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III.  Непрерывность функции.

Функция 
[image: image384.wmf](
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 называется непрерывной в точке 
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, если она удовлетворяет следующим трём условиям: 

1. Определена в точке 
[image: image386.wmf]m
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 (т.е. существует 
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2. Имеет конечные левый и правый пределы функции при 
[image: image388.wmf]m
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3. Эти пределы равны друг другу и значению функции в точке 
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, то есть 
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Если в точке 
[image: image391.wmf]m
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 существуют оба предела, но они не равны между собой, то функция имеет разрыв в точке 
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IV.  Замечательные пределы.

Первый замечательный предел.
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При 
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Второй замечательный предел.
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V.  Бесконечно малые и бесконечно большие величины.

Функция 
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[image: image402.wmf](

)

¥

®

m

x

x

 ра​вен нулю:
[image: image403.wmf](

)

(

)

0

lim

=

¥

®

x

f

m

x

x

. 

Функция 
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 называется бесконечно малой величиной при 
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Бесконечно малые функции можно различать по порядку их малости. Например, если 
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, то в этом случае говорят, что функция 
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 имеет более высокий порядок мало​сти, чем функция 
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Если 
[image: image417.wmf](

)

(

)

А

x

f

x

f

m

x

x

=

®

2

1

lim

, то функции имеют одинаковый порядок малости. Если 
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, то функции эквивалентны. Следовательно, любую функцию можно заменить на эквивалентную ей. Например, 
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Если 
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Если две бесконечно малые функции в точке 
[image: image423.wmf]m
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 имеют предел  отношения, то этот предел ра​вен пределу отношения эквивалентных функций. Формульно это выражается так:
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 - есть эквивалентные функции.

Например, 
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Основные свойства пределов.

1. Функция не может иметь более одного предела.

2. Предел алгебраической суммы конечного числа функций равен сумме преде​лов этих функций.

3. Предел алгебраического произведения конечного числа функций равен произ​ведению пределов этих функций. Постоянный множитель можно вы​носить за знак предела.

4. Предел алгебраического частного конечного числа функций равен частному пределов этих функций (при условии, что делитель не равен 0).

5. Если 
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6. Если в некоторой окрестности точки 
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[image: image432.wmf]x

) 
[image: image433.wmf](

)

(

)

x

x

f

j

<

, то 
[image: image434.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

x

f

m

m

x

x

x

x

j

¥

®

¥

®

£

lim

lim

.

7. Если в некоторой окрестности точки 
[image: image435.wmf]m
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(или при достаточно больших 
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) функ​ция 
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Тема: «Производная функции».
Производной функции 
[image: image444.wmf](
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 называется предел отношения приращения функции к прира​щению независимой переменной при стремлении последнего к нулю (если этот предел существует): 
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- приращение функции, а 
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 - прираще​ние независимой переменной (аргумента функции). Тригонометрически производная функции в точке 
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– тангенс угла между касательной, проведённой через эту точку и осью 
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. Произ​водная функции  обозначается такими способами: 
[image: image450.wmf](

)

(

)

dx

x

df

dx

dy

x

f

y

,

,

,

¢

¢

. Нахождение производной функции называется дифференцированием функции.

Если функция в точке 
[image: image451.wmf]х

 имеет конечную производную, то функция называется дифференци​руемой в этой точке.

Функция, дифференцируемая во всех точках промежутка 
[image: image452.wmf](
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, называется дифференцируе​мой во на этом промежутке.

Схема вычисления производной функции 
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1. Дадим аргументу 
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 приращение 
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 и найдём наращенное значение функции 
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2. Находим приращение функции 
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3. Составляем отношение 
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4. Находим предел этого отношения при 
[image: image459.wmf]0

®

х

, то есть 
[image: image460.wmf]x

y

y

x

D

D

=

¢

®

D

0

lim

 (если этот предел су​ществует).

Правила дифференцирования.

1.   Производная постоянной равна нулю:
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2.   Производная аргумента равна единице:
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3.   Производная алгебраической суммы конечного числа функций равна сумме производных этих функций.
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4.   Производная произведения конечного числа функций равна произведению производной первого сомножителя на второй плюс произведение первого сомножителя на производную второго.


[image: image464.wmf](

)

b

b

b

¢

+

¢

=

¢

f

f

f


Постоянный множитель можно выносить за знак производной.
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Производная нескольких дифференцируемых функций равна сумме про​изведений производной каждого из сомножителей на все остальные.
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5.  Производная частного двух дифференцируемых функций находится по формуле:
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Основные производные.
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Понятие дифференцируемости функции. Дифференциал функции

и его геометрический смысл.

Функция 
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 дифференцируема в точке 
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, если её приращение в этой точке равно: 
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- функция от приращения аргумента и является беско​нечно малой величиной при 
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 состоит из двух слагаемых: линейного относительно малого 
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 и нелинейного (представляющего бесконечно малую более высокого порядка, чем 
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Дифференциалом функции называется главная, линейная относительно 
[image: image496.wmf]x
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 часть прираще​ния функции, равная приращению производной на приращение независимой перемен​ной.
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Дифференциал независимой переменной равен приращению этой переменной.
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Исходя из этого формулу дифференциала функции можно записать так:
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Геометрический смысл дифференциала функции таков: дифференциал функции есть при​ращение ординаты касательной, проведённой к графику функции 
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Производная сложной функции.

Если функции 
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 - дифференцируемые функции от своих аргументов, то производная сложной функции (
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) существует и равна производной этой функции по промежуточному аргументу, умноженной на производную промежуточного аргумента по  независимой переменной: 
[image: image506.wmf](

)

(

)

x

t

f

y

b

¢

´

¢

=

¢

.

Производная функции, заданной параметрически.


Не исключая параметр из функций 
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Производные высших порядков.


Если, взяв производную от 
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)

x

f

 мы получим новую функцию, то от последней можно тоже взять производную (иногда до бесконечности). Живой пример тому - 
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Основные теоремы дифференциального анализа.

1. Теорема Ферма.

Если функция 
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 (или на том же промежутке) достигает максималь​ного или минимального значений, то 
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2. Теорема Ролля.

Внутри интервала 
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 у функции существует хотя бы одна точка 
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3. Теорема Лагранжа (о среднем значении).

Пусть функция 
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Правило Лопиталя. Раскрытие неопределённостей.

Правило Лопиталя позволяет раскрывать неопределённости вида: 
[image: image527.wmf]¥
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.


Предел отношения в какой – либо точке двух бесконечно малых (или бесконечно боль​ших) в этой точке функций равен пределу отношения производных этих функций в той же точке.
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Формулы Мкалорена и Тейлора (числовые ряды).

1.  Формула Маклорена.


Если функция 
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, где Rn+1  — остаточный элемент.


Если 
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, то формула Маклорена переходит в формулу Тейлора.

2.  Формула Тейлора.
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Тема: «Локальный эсктремум функции. Необходимый и

достаточный признаки существования локального экстремума.»


Если в бесконечно малой 
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 — окрестности точки 
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 везде значение функции 
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 [функция непрерывна на всём промежутке] меньше, чем в точке 
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, то говорят, что в точке 
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 имеет место локальный максимум.

Если же всё вышеуказанное выполняется с точностью до наоборот – в точке 
[image: image540.wmf]m
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 имеет место локальный минимум.

Точки локальных минимума и максимума называют точками локального экстремума.

Необходимое условие для существования

локального экстремума.


Необходимым условием существования локального экстремума непрерывной функции 
[image: image541.wmf](
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Но иногда имеет место ситуация, когда необходимое условие не является достаточным.

Достаточное условие существования 

локального экстремума.


Достаточным условием существования локального экстремума является смена знака первой производной функции 
[image: image543.wmf](
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Для существования экстремума должны выполняться оба вышеуказанных условия.


Если в 
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 не меняется, то в этой точке наблюдается перегиб особого рода.

Тема: «Выпуклость графика кривой. Точки перегиба.

Признаки наличия точки перегиба.»


Если в 
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- окрестности точки 
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 значения функций везде больше, чем значения касательной, то вблизи 
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 имеет место локальная выпуклость вниз. В противном случае имеет место локальная выпуклость вверх.

Точки перегиба отделяют верхнюю выпуклость от нижней, т.е. в этих точках происходит изменение направления выпуклости.

Необходимое условие точки перегиба: 
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Тема: «Асимптоты.»
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Асимптоты – прямые, к которым бесконечно близко приближается график функции 
[image: image556.wmf](
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. Существуют горизонтальные, вертикальные, наклонные асимптоты.


Если есть пределы вида (1) и (2), то у 
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Если 
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Для нахождения уравнения асимптоты надо определить k и b. Для этого: 
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Для вычисления b необходимо: 
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Основные действия для построения графика

функции одной переменной.

1. Определить область значений функции (область определения).

2. Определить точки пересечения с осями координат.

3. Найти асимптоты, определив выше отмеченные пределы.

4. Найти точки экстремумов.

5. Исследовать смену знака первой производной при переходе точек экстремума, при этом определить точки локальных минимумов и максимумов, а также точки перегиба, касательная в которых параллельна оси ОХ.

6. Найти возможные точки перегиба.

7. Построить график функции.

Занятие 5

«Интегралы»

Тема: «Неопределённый интеграл».


Функция 
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 - подынтегральное выражение. Такой интеграл называется неопределённым.

Основные свойства неопределённого интеграла.

1.  Производная неопределённого интеграла функции равна подынтегральной функции.
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2.  Дифференциал  неопределённого интеграла функции равен подынтегральному выражению.
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3.  Неопределённый интеграл дифференциала первообразной равен сумме самой первообразной с константой.
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4.  Неопределённый интеграл дифференциала аргумента равен сумме аргумента с константой.
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5.  Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла.
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6.  Неопределённый интеграл суммы (разности) равен сумме (разности) интегралов.
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Основные табличные интегралы.
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Методы интегрирования.

1. Непосредственное интегрирование.

Если подынтегральную функцию путём некоторых алгебраических или тригонометрических преобразований можно привести к табличному виду, то это называется непосредственным интегрированием.

2. Метод замены переменной.

Пусть дана функция 
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3. Интегрирование по частям.
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Тема: «Определённый интеграл»

Определённый интеграл – площадь фигуры, ограниченной функцией 
[image: image604.wmf](
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, вертикальными прямыми 
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Свойства определённых интегралов.
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Остальные свойства аналогичны неопределённым, только здесь появились пределы интегрирования и исчезла константа.

При замене переменных обязательно необходимо заменить пределы интегрирования на пределы нового аргумента.

Площади фигур в Декартовой системе координат.
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Площадь фигуры в Полярной системе координат.
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Длина дуги в Декартовой системе координат. 
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Длина дуги в Полярной системе координат.
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� Нулевая матрица – матрица, в которой на каждой позиции стоят нули.


� Ранг матрицы можно вычислить и по другому, выявляя в матрице определитель, не равный нулю, а все окаймляющие его определители должны быть равны нулю однозначно.
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